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RÉSUMÉ. Pour un feuilletage algébrique F de codimension 1 sur l’espace projectif Pn
C
, sous des conditions
raisonnables portant sur la nature des singularités, le degré des hypersurfaces algébriques invariantes est majoré
par d + 2 où d est le degré de F (Carnicer [Car94], Cerveau-Lins-Neto [CLN91]). On s’intéresse ici au cas
extrémal où le degré d’une telle hypersurface est précisément d +2 complétant en celà des résultats de Brunella
[Bru97, CLN91].
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1. INTRODUCTION
Soit Xune variété complexe ; si ω est une 1-forme différentielle méromorphe sur X on note D = Polω son
diviseur de pôles. On dit que ω est une forme logarithmique si ω et dω sont à pôles simples le long de D. On
sait qu’une 1-forme holomorphe sur une variété projective, et plus généralement sur une variété kählérienne,
est fermée. C’est une conséquence de la formule de Stockes. Le résultat qui suit généralise ce fait ; il est du à
P. Deligne :
Théorème 1.1 ([Del71]). Soient X une variété projective complexe et ω une 1-forme logarithmique à pôles
le long du diviseur D. Si les singularités de D sont des croisements ordinaires, la forme ω est fermée.
On peut en fait alléger les hypothèses puisqu’une 1-forme méromorphe sur X est fermée dès qu’elle l’est
en restriction à toute section hyperplane générale de dimension au moins 2. De sorte qu’il suffit de supposer
que les singularités de D sont des croisements ordinaires en dehors d’un ensemble de codimension 3 de X .
En un certain sens le Théorème 1.1 est de nature 2-dimensionnelle.
Comme l’ont remarqué plusieurs auteurs, ce résultat est directement lié au problème de l’estimation du de-
gré des hypersurfaces invariantes des feuilletages de codimension 1 sur les variétés projectives. Les premiers
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résultats en ce sens sont dus à Carnicer [Car94] et Cerveau-Lins Neto [CLN91] dans le cadre des feuilletages
algébriques du plan. Le théorème de Carnicer nécessite des hypothèses sur la nature des points singuliers du
feuilletage :
Théorème 1.2 ([Car94]). Soit F un feuilletage de degré d, de codimension 1 sur l’espace projectif P2
C
. On
suppose que F possède une courbe algébrique invariante S de degré m. Si les points singuliers de F situés
sur S sont non dicritiques alors m≤ d +2.
À l’inverse dans ce qui suit les hypothèses portent sur les points singuliers de S et non sur ceux de F :
Théorème 1.3 ([CLN91]). Soit F un feuilletage de degré d du plan P2
C
possédant une courbe algébrique
invariante S de degré m. Si les singularités de S sont des croisements ordinaires alors m ≤ d + 2. Lorsque
l’égalité est réalisée, m = d +2, le feuilletage F est défini par une forme fermée logarithmique.
C’est la dernière partie de l’énoncé qui est directement reliée à celui de Deligne. Le Théorème 1.3 se
généralise stricto sensu aux feuilletages de codimension 1 sur Pn
C
ayant une hypersurface invariante à croise-
ments ordinaires. Mieux Brunella et Mendès établissent dans [BM00] un résultat plus général concernant les
champs d’hyperplans (à priori non nécessairement intégrables) ayant encore une hypersurface à croisements
normaux et ce sur les variétés projectives ayant Z comme groupe de Picard.
Dans cet article on précise le Théorème 1.2 dans le cas extrémal où l’inégalité est une égalité : m = d +2 ;
pour celà on relie les concepts de non dicriticité et de formes logarithmiques (Propositions 2.1, 2.2, 2.4). Dans
[Bru97, Proposition 10] Brunella présente un résultat similaire en utilisant des arguments d’indice de champs
de vecteurs.
Théorème 1.4. Soit F un feuilletage de degré d sur l’espace projectif P2
C
possédant une courbe algébrique
invariante S de degré précisément d +2. Si les points singuliers de F sur S sont non dicritiques, alors F est
donné par une forme fermée logarithmique à pôles le long de S.
On adapte ensuite cet énoncé aux dimensions supérieures et on donne quelques applications.
2. FORMES LOGARITHMIQUES ET RÉSOLUTION DES SINGULARITÉS
Soit F un germe de feuilletage singulier à l’origine de C2 ; on note ω = Adx+ Bdy un germe de 1-
forme à singularité isolée en 0 définissant F . Un tel ω est défini à unité multiplicative près. Par définition la
multiplicité algébrique ou l’ordre de F en 0 est l’entier
ν(F ) = ν(ω) = inf(ν(A),ν(B))
où ν(A) et ν(B) désignent les ordres des fonctions holomorphes A et B en 0. Soit S un germe de courbe
d’équation réduite f = 0 à l’origine de C2. On dit que S est une séparatrice ou une courbe invariante de
F si Sr {0} est une feuille (au sens ordinaire) du feuilletage régulier F |C2r{0},0. Ceci se traduit en termes
algébriques par : la 2-forme ω∧d f est divisible par f , i.e. s’annule identiquement sur S.
Le germe de feuilletage F est dit non dicritique s’il ne possède qu’un nombre fini de séparatrices. Il en
possède d’ailleurs au moins une d’après un énoncé célèbre de Camacho et Sad [CS82]. Lorsque F possède
une infinité de séparatrices il est donc dit dicritique. Cette notion de dicriticité s’interprète en termes de
réduction des singularités. Soit pi : C˜2 → C2,0 une réduction des singularités de F ; alors F est non dicri-
tique si et seulement si chaque composante du diviseur exceptionnel pi−1(0) est invariante par le feuilletage
transformé strict pi−1(F ) de F par pi. On rappelle qu’en dimension 2 toutes les réductions (minimales) sont
isomorphes de sorte que le discours qui précède est indépendant du choix de la réduction. La notion de
forme logarithmique se localise sans problème : le germe de 1-forme méromorphe Ω à l’origine de C2 est
logarithmique si Ω et dΩ sont à pôles simples. L’énoncé qui suit est élémentaire :
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Proposition 2.1. Soient F un germe de feuilletage à l’origine de C2 défini par la 1-forme holomorphe ω
et S une courbe invariante (pas nécessairement irréductible) de F , d’équation réduite f = 0. Alors la forme
méromorphe Ω = ω/ f est logarithmique.
Démonstration. Puisque f est réduite Ω est à pôles simples. Maintenant d
(
Ω
f
)
= dωf +
ω∧d f
f 2 est aussi à pôles
simples puisque ω∧d f est divisible par f . 
Le fait pour une 1-forme d’être logarithmique n’est pas "invariant" par éclatement. Par exemple la 1-forme
Ω = xdy−ydx
x4+y4 est logarithmique, mais si on éclate l’origine par la transformation quadratique
σ : (x, t)→ (x, tx)
alors σ∗Ω = dt
x2(1+t4) est à pôle double le long du diviseur exceptionnel x = 0. C’est en fait un avatar de la
dicriticité du feuilletage radial associé à xdy− ydx.
Par contre dans le cas non dicritique on a la :
Proposition 2.2. Soient F un germe de feuilletage non dicritique et S une courbe invariante par F . Soient
f = 0 une équation réduite de S et ω une 1-forme holomorphe définissant F . Si σ est l’application d’éclate-
ment de l’origine, alors la 1-forme méromorphe σ∗
(
ω
f
)
est logarithmique.
Démonstration. Elle repose sur l’inégalité suivante [CLNS84] établie dans le cas non dicritique précisément :
ν( f )≤ ν(ω)+1. La proposition est alors une simple vérification que l’on effectue par exemple dans la carte
(x, t) où σ(x, t) = (x, tx). On a :
σ∗
(ω
f
)
=
xν(ω)ω˜
xν( f ) f˜
avec ω˜ et f˜ holomorphes. L’inégalité ν( f ) ≤ ν(ω)+ 1 implique que σ∗(ωf )est au pire à pôle simple le long
de x = 0 ; le comportement de σ∗
(
ω
f
)
le long de f˜ = 0 est bien entendu le même que celui de ω le long de
f = 0. Comme dans le cas non dicritique le diviseur exceptionnel x = 0 est invariant par le feuilletage σ∗F
défini par ω˜, la 2-forme d
(
σ∗
(
ω
f
))
est aussi à pôles au pire simples. 
Remarque 2.3. Il se peut, et c’est le cas si ν( f ) ≤ ν(ω), que σ∗(ωf ) n’ait pas de pôle le long du diviseur
x = 0.
Proposition 2.4. Soit F un germe de feuilletage non dicritique à l’origine de C2 donné par la 1-forme ω. Soit
S = ( f = 0) une courbe invariante par F , avec f réduite. Soit pi : C˜2 → C2,0 la résolution des singularités
de F . Alors la 1-forme pi∗
(
ω
f
)
méromorphe sur C˜2 est logarithmique.
Démonstration. Comme l’application pi est une composition finie d’éclatements et que la notion de non di-
criticité compatible aux éclatements, c’est une application directe de la Proposition 2.2. 
3. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 4.
Le feuilletage F est donné en coordonnées homogènes (z0 : z1 : z2) par une 1-forme
ω = A0dz0 +A1dz1 +A2dz2
où les Ai sont des polynômes homogènes de degré d+1, pgcd (A0,A1,A2) = 1 satisfaisant l’identité d’Euler :
∑ ziAi = 0.
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La courbe invariante S est elle donnée par un polynôme homogène réduit f de degré d + 2. La 1-forme
méromorphe ωf est donc invariante par les homothéties z 7→ t.z. En utilisant l’identité d’Euler on constate
qu’elle définit une 1-forme méromorphe Ω sur P2
C
à pôles simples le long de S. Comme S est invariante par F
la forme Ω est donc logarithmique à pôles le long de S. On considère la réduction des singularités
pi : P˜2
C
→ P2C
du feuilletage F . Comme en chaque point singulier p∈ S le feuilletage F,p est non dicritique on peut appliquer
la Proposition 2.4 ; ainsi pi∗Ω est logarithmique sur P˜2C. Son diviseur de pôles est contenu dans le transformé
total pi−1(S) de S par pi (c’est l’union des diviseurs exceptionnels et de la transformée stricte de S). Comme
pi−1(S) est à croisements ordinaires, les pôles de pi∗(Ω) le sont aussi et le théorème de Deligne affirme que
pi∗Ω est fermée ; par suite Ω aussi.
4. APPLICATIONS ET GÉNÉRALISATION
Comme l’aura noté le lecteur on obtient de manière analogue et directe le :
Théorème 4.1. Soient X une surface projective et ω une 1-forme logarithmique sur X. Si les singularités du
feuilletage associé à ω situées sur le diviseur des pôles de ω sont non dicritiques, alors la forme ω est fermée.
En fait le résultat précédent se généralise en toute dimension :
Théorème 4.2. Soient X ⊂ Pn
C
une variété projective et ω une 1-forme logarithmique sur X. On suppose que
dans une famille générique de sections linéaires de dimension n−dimX +2 les hypothèses du Théorème 4.1
sont réalisées. Alors la forme ω est fermée.
Dans l’esprit du Théorème 4.2 nous avons le :
Corollaire 4.3. Soit F un feuilletage de codimension 1 sur l’espace Pn
C
,n ≥ 2. Si dans une section 2-plane
générale i : P2
C
→ Pn
C
le feuilletage restreint i∗F satisfait les hypothèses du Théorème 4.1 alors F est dé-
fini par une forme fermée logarithmique. En particulier F possède une hypersurface invariante de degré
degF + 2.
5. COMPLÉMENTS
Considérons sur P2
C
le feuilletage F donné en carte affine (z1,z2) par la 1-forme :
ω = z1dz2− z2dz1 + z1z2(z2− z1)
(
α
dz1
z1
+βdz2
z2
+ γd(z2− z1)
z2− z1
)
où les α, β, γ sont des constantes complexes.
C’est un feuilletage de degré 2, ayant une singularité dicritique en l’origine. Il possède les droites inva-
riantes z1 = 0, z2 = 0, z1 = z2 et la droite à l’infini (tout du moins lorsque α+β+ γ 6= 0) et par conséquent
une séparatrice réduite de degré 4. On démontre facilement par des arguments holonomiques que pour α,
β, γ génériques F n’est pas donné par une 1-forme fermée. On note aussi que ωz1z2(z2−z1) définit sur P2C une
1-forme logarithmique à pôles le long des 4 droites ci-dessus. Par contre si l’on éclate l’origine, la forme
éclatée n’est pas logarithmique le long du diviseur exceptionnel.
Dans leur étude des feuilletages modulaires de Hilbert [MP05], Mendes et Pereira donnent l’exemple
d’un feuilletage quadratique de P2
C
, non défini par une forme fermée, et possédant une courbe invariante
irréductible de degré S = degF +3. Ce feuilletage est "transversalement projectif" et "non transversalement
affine". Le lecteur intéressé pourra consulter l’article [LN02] de Lins Neto où l’auteur examine des familles de
feuilletages de petit degré sur P2
C
ayant des courbes invariantes de degré grand. Dans l’esprit de cet article on
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peut se demander si un feuilletage F de P2
C
possèdant une courbe invariante de degré "très grand" relativement
à celui de F est transversalement projectif.
Terminons par les remarques suivantes ; si un feuilletage F de P2
C
a une courbe invariante de S de degré
précisément degF + 2 les singularités de F sur S étant non dicritiques alors S a au moins 3 composantes
irréductibles.
Dans le même ordre d’idée soient F un feuilletage de degré d sur Pn
C
et H une hypersurface invariante de
F . Si les singularités de H sont de codimension supérieure où égale à 3 alors degré H ≤ d +1. En effet si ω
est une 1-forme homogène définissant F et h un polynôme homogène irréductible tel que H = (h = 0) alors
ω = adh+hη avec a ∈ O(Cn+1) et η ∈Ω1(Cn+1) homogènes ; c’est une conséquence du lemme de division
de Rham-Saito. L’identité d’Euler iRω = 0, où R désigne le champ radial R =
n
Σ
i=0
zi
∂
∂zi
, implique alors que :
h
(
(deg h)a+ iRη
)
= 0
en particulier dega≥ 1 et degH ≤ d+1. Dans le cas extrémal où l’inégalité est une égalité, degH = d+1, on
constate que η = −δda où δ = degh, de sorte que h/aδ est une intégrale première rationnelle de F . Notons
que dans la carte affine a = 1 le feuilletage F a une intégrale première polynomiale. Remarquons que dans
ce cas le feuilletage F a des singularités dicritiques le long de H .
Une pensée pour Marco Brunella qui s’est beaucoup intéressé à ce type de problèmes. Je tiens à remercier
Julie Déserti pour son aide constante et désintéressée.
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